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Résuḿe :
On propose une procédure nouvelle de construction des repères mobiles permettant de rendre invariant les schémas de
discŕetisation en diff́erences finies. Elle prend en compte l’ordre de consistance et garantit aux sch́emas invariants de
meilleures performances que celles des schémas classiques. On illustre les performances de cette approche sur l’exemple
de l’équation de Burgers.
Abstract :
We propose a new approach for moving frame construction thatallows to make finite difference schemes invariant. This
approach takes into account the order of accuracy and guarantees numerical properties of invariant schemes that over-
come those of classical schemes. Benefits obtained with thisprocess are illustrated with the Burgers equation.
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1 Introduction
Les intégrateurs construits sur des arguments liés à la structure des équations s’appellent intégrateurs géom´etriques :
par exemple les intégrateurs préservant la structure symplectique des systèmes hamiltoniens sont connus pour
être performants sur de long temps d’intégration ; les intégrateurs traduisant la structure variationnelle des
systèmes lagrangiens sont dits intégrateurs variationnels. Ils permettent de transporter sur le plan discret les
lois de conservation associées au théorème de Nœther. Pour une équations aux dérivées partielles quelconque,
la structure géométrique est contenue dans son groupe de symétrie. Les intégrateurs préservant les symétries
des équations sont dit invariants. Une méthode de construction de schémas invariants a été proposée par Olver
[1] [2] et mise en œuvre par Kim [3]. Elle s’appuie sur le concept des repères mobiles introduits par Cartan
[4], puis développés par Fels et Olver [5] [6]. Le principede construction part du résultat suivant : un schéma
numérique classique transformé par un repère mobile associé à une symétrie, devient invariant sous l’action de
cette symétrie. La construction d’un schéma invariant seramène donc à la construction d’un repère mobile. Jus-
qu’à présent, la construction des repères mobiles suivait le procédé de normalisation de Cartan, qui associe un
repère mobile à une section transverse aux orbites d’un groupe [7]. Cependant, pour une transformation conti-
nue, il existe une infinité de sous-variétés transversesaux orbites, et donc tout autant de schémasinvariantiśes.
Ces schémas invariants ne possèdent pas tous de bonnes propriétés numériques. Lors de ce procédé rendant
invariant un schéma classique, il est possible que des propriétés numériques essentielles aient été détruites.
Ainsi le prix à payer pour conserver la structure des équations peut devenir rédhibitoire.
Dans cette communication, nous proposons une nouvelle méthod de construction de schémas invariants utili-
sant les repères mobiles et garantissant la consistance àun ordre satisfaisant pour le schéma invariant obtenu
[8] [9]. Nous illustrons le procédé et ses performances numériques sur l’équation de Burgers.
2 Description de la ḿethode
2.1 Définitions et notation
Considérons une variétéM de dimension(p + q) dont les éléments sont notés en coordonnées localesz =
(x1, ..., xp, u1, ..., uq), où lesxi, i = 1, ..., p représentent les variables indépendantes et lesuj, j = 1, ..., q
représentent les variables dépendantes. Une équation aux dérivées partielles (EDP)∆(z) = 0 peut être vue
comme une sous-variété deM .
SoitG un groupe de Lie agissant surM . On dit queG est un groupe de symétrie pour∆(z) = 0 si :
∆(z) = 0 ⇒ ∆(g · z) = 0 ∀g ∈ G (1)
Afin d’introduire la notation utilisée pour décrire un schéma numérique associée à une EDP, on définit le
produit joint M⋄n de M . Il correspond au produit cartésienM×n de M auquel on enlève l’ensemble des
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points identiques :
M⋄n = {z = (z1; ...; zn) | zi ∈ M, zi 6= zj ∀i 6= j} (2)
Un schéma numérique pour une EDP peut alors se définir comme un couple de fonctions(N,Φ) sur M⋄n
vérifiant des conditions de consistance [3]. L’application N représente l’équation discrète (le schéma aux
différences finies), etφ détermine les équations du stencil.
L’action d’un groupe de LieG s’étend naturellement sur le produit joint :
g · z = (g · z1; ...; g · zn) g ∈ G, z ∈ M
⋄n (3)
On dit alors que le schéma numérique(N,φ) est invariant sous l’action deG si,∀g ∈ G :
N(z) = 0 ⇒ N(g · z) = 0, φ(z) = 0 ⇒ φ(g · z) = 0, (4)
Sch́emas invariants utilisant les rep̀eres mobiles. SoitG un groupe de Lie agissant sur une variétéM . On
suppose que l’action deG est libre et régulière. Alors il existe une une application ρ, appelée repère mobile (à
droite) surM dansG, telle qu’elle soit́equivariante (̀a droite)[10] :
ρ(g · z) = ρ(z)g−1 ∀g ∈ G
Les repères mobiles permettent de rendre invariant toute fnction scalaire : l’invariantiśe d’une fonction sca-
laire F : M 7→ IR par rapport à un repère mobileρ est la fonctioni(F ) définie pari(F )(z) = F (ρ(z) · z). En
particulier, siF est invariante, alorsi(F ) = F .
Le procédé d’invariantisationd’un schéma numérique est basé sur l’action du repère mobile :
Proposition 2.1. Soit (N,φ) un sch́ema nuḿerique pour unéequation aux d́erivées partielles∆ = 0. Soit
G une syḿetrie de l’́equation, etρ : M⋄n → G un rep̀ere mobile associé à G. Alors le sch́ema(i(N), i(φ))
invariantiśe parρ est aussi un sch́ema nuḿerique pour∆ = 0.
Ce résultat fondamental indique qu’il suffit de construireun repère mobile associé à une transformation pour
obtenir un schéma invariant.
Nous proposons un algorithme pour déterminer les repèresmobiles permettant de construire des schémas
invariants tout en conservant l’ordre de précision du sch´ema d’origine.
2.2 Algorithme de construction
La démarche s’établit de la manière suivante :
1. Considérons un schéma numérique classique :
N : U ⊂ M⋄n −→ IR
z 7→ N(z) (5)
oùU représente le stencil de l’équation discrète :U = {z ∈ M⋄n | φ(z) = 0}.
2. De l’action prolongée du groupe de symétrieG de dimensionr surM⋄n :
g · z = z̄(ε1, ..., εr , z) (6)
oùε1, ..., εr sont les paramètres de symétrie, on écrit l’expression du schéma transformé :
N(g · z) = Ñ(ε1, ..., εr , z) = 0 (7)
Les points discretsz appartiennent au stencil transforméŪ = {z ∈ M⋄n | φ(g·z) = φ̄(ε1, ..., εr , z) = 0}
3. Pour chacun des paramètres de transformation, on suppose une expression algébrique qui dépend de
coeffcients constants réels :
εi = fi(a
1i
i , ..., a
mi
i ) i = 1, ..., r (8)
L’équation discrète transformée s’exprime ainsi en fonction de ces coefficients constants :
N̄(f1(a
11
1 , ..., a
m1
1 ), ..., fr(a
1r
r , ..., a
mr
r ), z) = 0 z ∈ Ū (9)
4. Pour chacun des paramètres de symétrie, on calcule d’unpart la relation d’équivariance en fonction des
coefficients constants :
ρ(z) · z = ρ(z̄) · z̄ (10)
5. On calcule d’autre part l’ordre de consistance du schémaen fonction des coefficients constants
N̄(f1(a
11
1 , ..., a
m1
1 ), ..., fr(a
1r
r , ..., a
mr
r ), z) + O(∆x
pq
q ) = F (z) (11)
oùO(∆xpqq ) représente l’erreur de consistance tendant vers0 à mesure que le maillage se raffine.
On obtient ainsi les conditions sur les coefficients constant pour que le schéma transformé devienne à la fois
invariant et pour qu’il conserve la consistance à un ordre dét rminé.
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3 Application
3.1 Équation de Burgers










Les symétries de l’équation (12) sont données par les sou-groupes à 1-paramètre suivants :
– Translation spatiale :
G1 : (x, t, u) 7−→ (x + ε1, t, u)
– Translation temporelle :
G2 : (x, t, u) 7−→ (x, t + ε2, u)
– Projection :





, (1 − ε3t)u + ε3x)
– Transformation d’échelle :
G4 : (x, t, u) 7−→ (xe
ε4 , te2ε4 , ue−ε4)
– Transformation galiléenne :
G5 : (x, t, u) 7−→ (x + ε5t, t, u + ε5)
On s’intéresse à la transformation(x, t, u) 7−→ (x̄, t̄, ū) dépendant des paramètresε1, ε2, ε3 etε5 :
x̄ =
(x + ε1) + ε5(t + ε2)
1 − ε3(t + ε2)
, t̄ =
t + ε2
1 − ε3(t + ε2)
, ū = u(1 − ε3(t + ε2)) + (x + ε1)ε3 + ε5, (13)
Cette transformation prend donc en compte toutes les symétries de l’équ. (12), exceptée la transformation
d’échelle.
3.2 Transformation du sch́ema FTCS



















On suppose un maillage d’origine régulier et orthogonal, c’est-à-dire tel que∆t = tn+1−tn et∆x = xj+1−xj .






j = (xj , t
n, unj ).
On détermine les expressions des repères mobiles associ´ee aux translations spatiale et temporelle (portant
donc sur les variables indépendantes) de sorte à conserver un maillage régulier et ne dépendant que des pas
d’espace∆x et de temps∆t :
ε1 = −xj, ε2 = −t
n, (15)























∆x, 0, unj±1 + ε3∆x + ε5
)
(18)
Pour que les paramètres de transformationε3 etε5 deviennent des repères mobiles associés à la transformati n
(13) deG, ils doivent satisfaire la relation d’équivariance (10).Pour cela, déterminons une expression générale
en fonction de coefficients constants et des variables discrète dépendantes issues du stencil d’origine ; en faisant
une analyse dimensionelle ([ε3] = [temps]−1, et [ε5] = [longueur] × [temps]−1), en voulant conserver le
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caractère explicite du schéma d’origine, ainsi que le degré du terme de convection, nous pouvons supposer la















aveca, b, c etd, e, f des coefficients constants réels. Les points du stencil sont donc transformés parρ(znj ) ∈ G
comme :








































































L’expression de la transformée d’un point du stencilz̄ = g · z pourg ∈ G parρ s’écrit, d’après les équations
(20), (21) et (22), ainsi que les expressions deε3 tε5 en fonction des coefficients constants (19) :








































































En substituant les expressions (16) (17) et (18) dez̄ dans (23) (24) et (25) , on obtient d’après la condition
d’équivariance (10) les contraintes suivantes sur les coeffi ients :
c − a = 1, a + b + c = 0, d − f = 0, d + e + f = −1, (26)






















































Les coefficients constants(a, b, c, d, e, f) devant vérifier les relations (26).
L’ordre de précision du schéma IFTCS est calculé à partir du développement de Taylor de chacun des termes
du schéma. Le terme additionel est consistant avec :































La condition pour que le schéma IFTCS soit du même ordre de précision que le schéma d’origine esta+c = 0.







Il existe une famille de paramètres pour le choix deε5 s’écrivant comme (19) avec les coefficients constants
d, e, f vérifiant les conditions d’équivariance (26).
On remarque que dans le procédé d’invariantisation exposé ar Kim [3], il n’existe pas d’argument permettant
de choisir la section transverseūnj+1 − ū
n
j−1 = 0 conduisant au repère mobileε3.
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3.3 Résultats nuḿeriques
3.3.1 Choc
On s’intéresse à l’équation de Burgers (12) sur un domaine bornéΩ ; les conditions aux limites et la condition







) + exp(− t
4ν
)
, Ω =] − 1, 1[, t ≥ 0, (31)
Quand la viscosité est très faible (ν → 0), il apparait une solution de choc. La Fig. (1) illustre le comporte-
ment de la solution numérique associée au schéma de Crank-Nicolson (CN) et du schéma explicite invariant
(IFTCS), comparés à la solution analytique (31). La taille du maillage1 est fixée à∆x = ∆t = 5.10−2, la
viscosité valantν = 75.10−5 . Le schéma de Crank-Nicolson présente des oscillations numériques au voisi-
nage du front de choc, alors que le schéma invariant traduitde façon plus précise la solution physique. Il existe














FIG. 1 – Burgers. Solution exacte, schéma de Crank-Nicolson (CN), et schéma invariant. Sur le domaine
spatialΩ =] − 1; 1[ à t = 2. ∆x = ∆t = 5.10−2, etν = 75.10−5.
solutions autosimilaires associées à la transformationde projection correspondent à des chocs ; en effet, elles
sont décrites par :
arctan(Av(y)) = By + C A,B,C constantes (32)




, v = ut − x, (33)
La propriété du schéma d’être invariant par cette transformation permettrait de capturer naturellement les so-
lutions autosimilaires associées.
3.3.2 Invariance Galiĺeenne.
L’ensemble des solutions de l’équation de Burgers est invariant par transformation galiléenne, cela signifie
que toute solution ne dépend pas du référentiel (galiléen) d’observation. On s’attend à ce que les schémas
numériques produisent des solutions vérifiant ce principe physique. Pour tester cela, on applique une vitesse
d’entrainement galiléenneλ au référentiel d’origineΩ =] − 2; 2[. La Fig. (2) montre le comportement de
la solution associée au schéma FTCS classique et du schéma invariant IFTCS. Le pas d’espace est de∆x =
2.10−2. Le pas de temps est pris de sorte à conserver leCFL constant à1/2. La viscosité est fixée àν = 5.10−3.
On peut voir que la solution associée au schéma classique se d´ grade rapidement à mesure que la vitesse
d’entrainement croı̂t. La solution explose dès queλ ≥ 1. Alors que la solution associée au schéma invariant
reste inchangée quelque soit la valeur deλ. La propriété d’invariance par transformation galiléenn du schéma
permet de produire des solutions numériques insensibles `a un déplacement rectiligne uniforme du maillage.
1on se place dans des conditions où le schéma FTCS classiqueest complètement instable
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(a) FTCS scheme (b) Invariant FTCS scheme
FIG. 2 – Burgers. Comportement au tempst = 2 des solutions associées au schéma (a) : FTCS classique,
(b) : invariant IFTCS, pour différentes valeurs de la vitesse d’entrainementλ. ∆x = 2.10−2, ν = 5.10−3. Le
CLF = 1/2.
4 Conclusion
Dans cette communication, nous avons présenté une méthode nouvelle de construction de schémas invariants
utilisant les repères mobiles. Cette méthode se base sur la prise en compte d’un critère numérique, l’ordre de
précision, pour déterminer l’expression des repères mobiles. La procédure garantit ainsi de ne pas détruire une
propriété numérique fondamentale. Le schéma obtenu finalement préserve les symétries de l’équation continue
tout en conservant l’ordre de consistance du schéma d’origine. Nous avons mis en œuvre cette approche sur
le schéma explicite centré en espace associé à l’équation de Burgers. Les performances du schéma invariant
IFTCS ont été illustrées et comparées sur deux exemples; le premier exemple montre la capacité du schéma
à reproduire un choc, le second exemple traduit le respect du principe d’invariance galiléenne de la solution
numérique. Un développement envisagé de la méthode de construction présentée ici, consiste à prendre en
compte d’autres propriétés numériques, comme les conditi s de stablité et de dispersion.
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Exposés de Géométrie. Hermann, 1935.
[5] Fels M. and Olver P. J. . Moving Coframes I. A Practical Algorithm. Acta Appl. Math., 51, 161–213,
1998.
[6] Fels M. and Olver P. J. . Moving Coframes II. Regularization And Theoritical Foundations. Acta Appl.
Math., 55, 127–208, 1999.
[7] Kim P. Invariantization of numerical schemes using moving frames. BIT Numerical Mathematics, 47(3),
525–546, 2007.
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